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Podano aksjomatyke rachunku operatoréw Bittnera oraz przyklad wykorzystania
tej teorii w analizie ukladéw dynamicznych. Algebraizacja metod analizy matematycznej
ma juz swojq historig, Wywodzi si¢ ona z przeksztalcen catkowych Laplace'a i Fo-
urier'a. Inmym podejsciem jest teoria operatoréw Mikusinskiego, ktdrq rozwingl
i uogdlnil profesor Ryszard Bittner.

The Controllability of Steady State Dynamic Systems
by Bittner's Operational Calculus

Keywords: control theory, operational calculus

This article introduces the Bittner's operational calculus axiomatics and an exam-
ple of its application in the analysis of dynamic systems. The first steps in the general
operational calculus were created by Laplace and Fourier transformations. In this con-
text the operational calculus of Mikusinski, further developed by Bittner, is very inter-
esting and powerful.
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Wprowadzenie

Uog6lnienie pojgcia procesu w fizyce i technice spowodowalo powstanie
terminu — uklad dynamiczny. Badaniami ukladéw dynamicznych (technicznych)
zajmuje si¢ automatyka, za§ modelami matematycznymi tych ukladéw — teoria
sterowania [6, 7, 9, 11]. Od kilkunastu lat problematyks ta zajmujq si¢ rowniez
matematyka, w ramach matematycznej teorii sterowania [13, 16], przy czym
matematyczna teoria sterowania uksztattowatla si¢ przede wszystkim na gruncie
teorii rownan réniczkowych. Jeszcze innym kierunkiem badania ukladoéw dy-
namicznych byla algebraizacja metod analizy matematycznej. Pierwszym kro-
kiem na tej drodze byla transformacja (przeksztalcenie) Laplace’a. Nadal jest
stosowana jako wazna metoda rozwigzywania réwnan i ukladéw réwnan réz-
niczkowych zwyczajnych. Przeksztalcenie to jest zaliczane do rachunku opera-
torowego [10]. Inne podejscie do rozwiazywania tych zagadnien reprezentuje
fundamentalna praca profesora Jana Mikusinskiego [8]. Skromna swoja objgto-
écia, ale zawierajaca nowe idee, zapoczatkowala rozwdj rachunku operatoréw.
Kontynuatorami tej mysli byli profesorowie: Stanistaw Bellert [2, 3], Ryszard
Bittner [4, 5] i Danuta Przeworska-Rolewicz [12]. Péiniej zainteresowano sig
tym podejsciem nawet w odleglej Japonii [15]. Moim zdaniem, najciekawsze
i najbardziej uogélnione ujecie podat profesor Bittner, rozwinigte p6zniej przez
Jego uczniéw. Jedna z drobnych czastek zastosowan rachunku operatoréw opra-
cowanego przez Profesora, podaje prezentowany artykut.

Chcialbym zaznaczyé, ze podana w artykule literatura nie jest przegladem
dokonan poszczegdlnych, cytowanych autoréw, ale pozycjami najbardziej ogél-
nymi i reprezentatywnymi dla prezentowanych przez nich kierunkow badan.

1. Aksjomaty rachunku operatoréw

Podstawe pojeciowa rachunku operatoréw stanowia okreslenia: pochodnej
abstrakcyjnej oraz okreslonych za jej pomocg i poprzez system aksjomatéw —
pierwotnej i warunku granicznego. Sg to uogélnione pojecia pochodnej, catki
i warunku granicznego, znane z kursu analizy matematycznej. Rozszerzeniem
tej teorii jest pojecie wyniku i p-operatora (w tym operatora Heaviside’a).
Ogélny schemat rachunku operatoréw Bittnera stanowi podstawe uog6lnienia
réwnan rézniczkowych, a tym samym i ukladéw dynamicznych w teorii stero-
wania.

Przejdzmy do poje¢ wstepnych. Na poczatek przyjmijmy, ze X i Y sq prze-
strzeniami liniowymi nad ciatem K.
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Definicja 1

Odwzorowanie A: X — ¥ nazywamy homomorfizmem, gdy zachodzg naste-
pujace warunki:

a) Vxy,x;eX h(x; +x3) = h(x;) + h(x;) (D

b) VxeX Vaek hfax) = ah(x) (2)

Homomorfizm, ktéry jest injekcjgq nazywamy monomorfizmem. Homomor-
fizm bedacy surjekcia nazywamy epimorfizmem. Monomorfizm bedacy réwno-

cze$nie epimorfizmem nazywamy izomorfizmem. Jezeli X = ¥, to taki homo-
morfizm nazywamy endomorfizmem. Endomorfizm bedacy izomorfizmem na-
zywamy automorfizmem.

Definicja 2

Epimorfizm £ € L(L', gdzie L. r? sa dowolnymi przestrzeniami linio-
wymi, nazywamy pochodng abstrakcyjng (w skrocie: pochodng).

Definicja 3

Homomorfizmy 7, € L(L', L%, gdzie g € O jest zbiorem wska‘nikéw,
speniajgce warunek:

STf=f, fel (3)
nazywamy pierwotnymi.

Definicja 4
Epimorfizm s, € L(L', KerS) okreslony wzorem:

s, =id, -T,S )

nazywamy warunkiem granicznym.

W klasycznej analizie matematycznej pochodna abstrakcyjna jest zwykla
pochodng, pierwotna — catkg oznaczona, a warunek graniczny — warunkiem
granicznym lub brzegowym. Uogélnienie tych pojeé¢ umozliwia ich szersze sto-
sowanie niz tylko na zbiorze funkcji rézniczkowalnych.

Podamy teraz definicjg, ktéra nosi nazwe aksjomatéw rachunku operato-
réw.
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Definicja 5

Rachunkiem operatoréw nazywamy uktad CO(L’, L\, S, T, s, O, gdzie
L° L' sa przestrzeniami liniowymi oraz zachodza nastgpujace aksjomaty:

Al. Sel .y, sHy=0,
T,.e L L),
s, € L(L KerS), s, (L") =KerS,
Q - dowolny zbiér wskaznikow g,

A2 S’l;f =f, czyli ST, =i,
A3. T Sx=x-sx,czyli T S= id, —5,.
Opis aksjomat6éw i wnioski z nich.

2. Sterownos$é ukladu dynamicznego
Rozpatrzmy dynamiczny ukiad stacjonarny opisany rownaniem:
Sx = Ax + Bu (5)

z warunkami granicznymi:

s'i'n = xﬂ'-‘l‘e e “ (6)

5 X=Xg, @

gdzie:
x — wektor stanu,
u - wektor sterowan,
A — macierz endomorfizmoéw ukladu,
B — macierz endomrofizméw sterowan,

go, gx € Q190 < g

' Symbol CO oznacza pierwsze litery skrotu angielskiego ,,Calculus Operational” (ra-
chunek operatoréw).
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Definicja 6

Uklad (5) nazywamy sterowalnym, gdy VxeL! JuelL) takie, ze spel-
nione sg warunki graniczne (6) i (7).

Z twierdzenia podanego w pracy [1] (3.3) wynika, ze rozwiazaniem ukladu
(5) — (6) jest element:

x=e"'® Tq“ew" Bu (8)

gdzie e Jest uogdlniona funkcja wykladnicza.

Twierdzenie

Uklad dynamiczny (5) jest sterowalny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
W = [W,]nn W, — endomorfizmy przemienne, okreslona wzorem:

T
W= sq'em"’ T;Dc"u'“ BBTe" ' (%)

jest nieosobliwa.

Sterowaniem, przy powyzszych warunkach, moze by¢ wektor:
T
u=B'e " "*wx, (10)

Jednakze sterowanie to nie jest jedynym. Sterowaniem moze by¢ réwniez
nastgpujacy wektor:

u=u+tz (11)

o ile element z spetnia ponizszy warunek graniczny:

s, T, e "Bz =0 (12)
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Zakonczenie

Przedstawiony w zarysie rachunek operatoréw Bittnera umozliwia uogél-
nienie wielu poje¢ i rozwigzan stosowanych w teorii sterowania. Tutaj ograni-

czono sie tylko do jednego przypadku — sterowalnosci ukladu dynamicznego.

Korzystajac z pojeé pochodnej abstrakc}f;nej nierwotnej i warunku granicznego

mozemy badaé¢ uklady dynamiczne opisane r6znymi modelami rachunku opera-
tor6w — rownania rozniczkowe, roznicowe — co $wiadczy o réwnowaznosci
operatorowej tych uktadow. Umozliwia to wykorzystanie jednolitej metodyki
badan ukladow ciaghych i dyskretnych. Ma to bardzo istotne znaczenie w zasto-
sowaniach technicznych, w przypadku wykorzystania cyfrowych ukladéw au-
tomatycznej regulacji (np. cyfrowych autopilotow).

Dotychczas opublikowane opracowania [4, 5, 14, 1] $wiadcza o duzych
mozliwoéciach wykorzystania rachunku operatoréw do opisu i analizy uktadow
dynamicznych. Ciekawym zagadnieniem jest badanie wiasciwosci ukiadéw
dynamicznych z punktu widzenia samego rachunku operatoréw. Odrgbnych
badar wymagaja uklady nieliniowe [1, 5] oraz stochastyczne.
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